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摘要　　给出了 NM IFS(nonlinear markov i terated funct ion sy stem)理论与构造 NMIFS 吸引子的方

法 , 讨论了一类 NM IFS吸引子的平衡向量测度和 “矩” 的递归计算 , 分析了 NM IFS 吸引子的结

构特征.研究结果表明:对于 M IFS , 可以通过递归方法来计算矩 M
 (i)(i =1 , 2 , …);而对于

NM IFS , 因 M
 (i)的计算依赖于 M

 (j)(j ≥i), 故不能直接计算 M
 (i), 而只能计算其近似值.
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　　数学上最早用 IFS 来构造和研究分形集的是

Hutchinson[ 1] , 其完整理论是 Barnsley[ 2 ,3] 等建立

的.目前人们对 IFS 吸引子已进行了深入研究 , 丰

富了分形理论[ 4～ 6] .1982 年 , Dekking 提出了

M IFS[ 7] , 此后 Barnsley , Elton , Grigorescu , Laso-

ta , Stenflo 和 Smith 等在这方面做了大量的工

作[ 8 ～ 14] :其中讨论得最多的是平衡向量测度 、 矩

(moment)、 Hausdorff-Besicovitch 维数 、 遍历理论 、

动力系统等.1991年后 , V rscay 和作者曾先后研究

了 NIFS 吸引子
[ 4 , 15]

.为此 , 本文 将 Dekking ,

Barnsley 等的工作进行了推广 , 讨论了一类 NMIFS

吸引子的平衡向量测度和矩的递归计算 , 分析了

NM IFS吸引子的结构特征.

1　理论与方法

Markov 性是俄国数学家 Markov 在 1906年最

早提出的.从朴素的 Markov 性 , 到抽象出 Markov

过程的概念 , 经历了几十年的发展过程[ 16] .目前 ,

Markov过程的理论在近代物理 、 生物学 、 管理科

学 、信息处理及数字计算方法等方面都有很重要应

用[ 17～ 19] .

定义 1　设随机过程{X(t), t ∈ T}的状态空间为

I .如果对时间 t的任意 n 个数值 t 1<t 2<…<tn , n

≥3 , ti ∈ T , 在条件 X(ti)=xi , xi ∈ I , i =1 , 2 ,

…, n-1下 , X(tn)的条件分布函数恰好等于在条件

X(tn-1)=xn-1下 X(tn)的条件分布函数 , 即

P{X(t n)≥x n|X(t 1)= x 1 , X(t 2)=

x 2 , …, X(tn-1)= x n-1}=P{X(tn)≤

x n|X(t n-1)= xn-1}, xn ∈ R

或写成

F t
n
|t

1
… t

n-1
(xn , t n|x 1 , x 2 , … , xn-1;

t 1 , t 2 , … , t n-1)=F t
n
|t

n-1
(x n , tn |x n-1 , t n-1),

则称过程{X(t), t ∈ T}具有 Markov 性 , 或称此过

程为 Markov过程.

若(X , ρ)是度量空间 , F(X)表示 X 的非空

紧子集 S =(S1 , … , S N)的集合 , 其中 S i  

w i(X),则 F(X)是度量

hρ(A , B)=max
i

h(A i , B i)

的完备度量空间.上式中 h(A , B)=sup
x ∈ A

inf
y ∈B
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d(x , y)+sup
x ∈B

inf
y ∈ A

d(x , y)是 Hausdorff 距离 , 其

中 d(x , y)=‖ x -y ‖.

定义 2　一个双曲 NM IFS 由一族(X , ρ)上的

有限个压缩映射 w=(w i:i=1 , 2 , … , N)组成 ,

令

w i(x)=a ix
n
+bi , (1)

式中 ai , bi ∈R或C , n 为正整数且 n≠1.若对每

个 w i∶X ※X , 都有

‖w i(x)-w i(y)‖ ≤ci ‖ x -y ‖( x , y ∈ X),

这里 0≤ci<1 , 则称 c=max
1≤i≤N

{ci}为此双曲 NMIFS

的压缩比.若一个 Markov 转移概率矩阵 P =

[ p ij] N×N满足

p ij ≥0(i , j =1 , 2 , … , N)和

∑
N

j=1
p ij =1(i =1 , 2 , … , N),

(上式整数 1 , 2 , …, N 可称为 “状态”)则称{X ,

w , P}是一个 NM IFS.

定理 1　对于复映射 T(z)=a·z
n +b , 若令

D(r , z0)表示复C 平面上原点为 z 0 , 半径为 r =
n -1

1/ n ‖a ‖的开圆盘 , 则有

(1)T(z)是 D(r , 0)上的一个压缩映射;

(2)如果 ‖ a ‖·r
n +‖b ‖ ≤r , 则 T(D(r ,

0)) D(r , 0), 并且有

‖b ‖ ≤
n -1

n
·

1

(n ‖ a ‖)1/(n-1). (2)

　　证明:因
d
dz

T(z)=n·a·z
n-1 , 故‖ z ‖n-1 <

1
n ‖a ‖

时 , T(z)是压缩映射.用 D(r , 0)的半径

r 代替‖ z ‖得 r =
n-1

1/ n ‖ a ‖ .

因为 T(D(r , 0))=D(‖ a ‖· r
n
, b) D

(‖a ‖·r
n+‖b ‖ , 0), 故 ‖ a ‖·r

n +‖b ‖ ≤r

时 , 有 T (D (r , 0)) D(r , 0), 将 r =
n -1

1/ n ‖a ‖代入 ‖ a ‖·r
n
+‖ b ‖ ≤r 中 , 求出

‖b ‖即得(2)式.

定理 2　对于一个 NIFS∶{T i(z), i =1 , …,

N}, T i(z)=aiz
n+b i , 若

‖ amax ‖· r
n
minmax +‖bmax ‖ ≤ r min (3)

成立 , 则{T i(z), i=1 , … , N}是 D(rmin , 0)上

的双曲 NIFS , 这里 rmin =min{r1 , …, rN}且 r i

<1.

证明:因为 Tm(D(ri , 0)) D(‖ am ‖·r
n

mi +

‖bm ‖ , 0), 当 r i<1时 , 如果式(3)成立 , 则

Tm(D(r i ,0)) D(rmin ,0)(1 ≤ i , m ≤ N),

故命题真.

在‖ am ‖ =A , ‖ bm ‖ =B 且 nm =n 的特殊

情况下 , 由 r=
n -1

1/ n ‖ a ‖知 rm =r , (3)式可简

化为

A · r
n +B ≤ r . (4)

将 r=
n-1

1/ n ‖a ‖代入(4)式消去 r , 可获得 A 与

B 的关系如下:

n <1时 , A ≥(n -1)
n-1

n
n · 1

B
n-1;n >1时 ,

A <
(n -1)n-1

n
n ·

1

B
n-1 .

定理 3　设{X , w , P}是完备度量空间(X ,

ρ)上的双曲 NM IFS , 压缩比为 c.由 W(B)=S ,

定义变换 W∶F(X)※F(X), 这里

S j = ∪
i , p

i j
≠0

w j(B i),

则 W 是(F(X), hρ)上压缩比为 c 的压缩映射 , 即

hρ(W(B), W(C))≤ chρ(B , C)

( B , C ∈ F(X)),

且存在惟一的不动点(不变集)A =(A1 , …, AN)

且 A ∈F(X), 满足:

A =W(A)=∪
N

n =1
wn(A),
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并且对任意 B ∈F(X),

A = lim
n ※∞

W
n(B).

证明　由(1)式有

hρ(W(B), W(C))=

　max
j

h ∪
i , p

i j
≠0

w j(B i), ∪
i , p

i j
≠0

w j(Ci) .

显然

h(∪
k
Bk , ∪

k
Ck)≤max

k
h(Bk , Ck).

因此

hρ(W(B), W(C))≤max
j

max
i , p

ij
≠0

h(w j(B i),

w j(Ci))≤c max
i

h(B i , Ci)≤ chρ(B , C).(5)

由(5)式知:如果 W(A)=A , W(B)=B , 则 A ,

B 都是不变集.当 hρ(A , B)=0 时 , 意味着 A =

B , 即不变集是惟一的.又因为

hρ(W(B), A)=hρ(W(B),W(A))≤chρ(B , A)

( B ∈ F(X)),

使得

hρ(W
n(B), A)≤ c

n
hρ(B , A),

故 A =lim
n※∞

W
n(B), 证毕.

定理 3中的不动点 A 称为这个 NM IFS 的吸引

子.NMIFS 的吸引子一般都是分形 , 称为确定性

分形.利用定理 3可以建立绘制 NMIFS 吸引子的

算法:设{X , w , P}是一个双曲的 NM IFS , 其中

w=(w i∶i =1 , 2 , … , N), P =[ pij ] N ×N , 为

Markov转移概率矩阵.首先选取初始点 x 0 ∈ X 和

状态 i 0 ∈{1 , 2 , … , N}, 然后从{w i∶p i
0
i >0}中

随机选取映射 w i 1(w i 1 所伴随的概率为 pi
0

i
1
)来作

用点 x 0 , 得到点 x 1=w i
1
(x 0), 此时进入状态 i 1.

接下来 , 按上述方法选取 w i
2
(其所伴随的概率为

p i
1

i
2
>0), 得到 x 2=w i

2
(x).这个过程重复进行 ,

从而得到一个点序列{x m}.选取充分大的整数

Mmax , 则序列{x m , m ≥Mmax}收敛于 NM IFS 的吸

引子 A.利用计算机绘制吸引子 A 的图像 , 当迭代

次数 m 达到一定值时 , 由于计算机屏幕的图像分

辨率限制 , 再增加迭代次数并不能明显改变图像效

果.那么此时所得的分形集 E 与 NM IFS 吸引子 A

的差别是多少 ?下面的拼贴定理对这个问题给出了

Hausdorf f测度意义下的估计.

定理 4　设(X , ρ)是完备度量空间 , {X , w ,

P}是压缩比为 c 双曲的 NM IFS , 其中 w =(w i∶i

=1 , 2 , …, N), 它的不动点(不变集)是 A , 则

hρ(E , A)≤(1 -c)-1hρ E , ∪
N

n=1or0
wn(E)

( E ∈ F(x)). (6)

　　证明　由于 A 是不变集 , 所以 A =W(A).

于是 , hρ(W(E), A)=max
j

h ∪
i , p

i j
≠0

w j(E i),

∪
i , p

i j
≠0

w j(A i) ≤max
j

max
i , p

ij
≠0

h(w j(E i), w j(A i))≤

c max
i

h(E i , A i)≤ chρ(E , A).

由 Hausdorff距离的三角不等式

hρ(E , A)≤hρ(E , ∪
N

n=1
wn(E))+

hρ(∪
N

n =1
wn(E), A)≤

hρ(E , ∪
N

n=1
wn(E))+

chρ(E , A), (7)

整理(7)式 , 即可得(6)式.

拼贴定理保证了在计算机屏幕上 , 来自于迭代

n 次 NM IFS 后的分形集 E 就是这个 NM IFS 的吸

引子 A 的一种逼近.这两个集合之间的 Hausdorff

距离 , 可以用集合 E 与集合 E 的像之间的 Haus-

dorff距离来估计.因此 , 拼贴定理提供了构造

NM IFS吸引子的计算机逼近理论依据.

2　实验与结果

2.1　平衡向量测度

设{X , w , P}是一个 NM IFS , B ∈ B(X),
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这里 B(X)是 X 的 Borel子集.每一个NM IFS都与

惟一稳定概率测度 μ=(μ1 , μ2 , …, μN)相关 , μ

的支撑是该 NM IFS 吸引子 A , 且对于 X 的所有

Borel子集 B , 它满足[ 3]

μ(B)=∫X
P(x , B)dμ(x),

其中离散 Markov 转移概率矩阵 P = [ p ij] N×N满足

p ij(x , B)=p ijδw
j
(x)(B),

这里 p ij (x , B)是在映射 w j 的作用下从 x ∈ X 到

Borel子集 B 的转换概率 , 且对于某个 y ∈X 有 x =

w i(y), 并这里

δz(B)=
1 (z ∈ B)

0 (z /∈B)
.

定理 5　对于 X 的所有 Borel子集 B 存在一个

概率测度μ=(μ1 , μ2 , …, μN)满足

μj(B)=∑
N

i=1
p ij∫X

δw
j
(x)(B)dμi(x),

(j =1 ,2 , …, N). (8)

证明　在 Banach空间中定义算子

(Tj f)(x)=∑
N

i=1
p ij f(w j(x)),

由Schauder不动点定理[ 20]可知伴随算子 T
＊有一个

不动点 μj.又因为

(T
＊
j v)(B)=∑

N

i=1
p ij(w

#
j 。v)(B)=

∑
N

i=1
p ij∫X

δw
j
(x)(B)d v(x),

这里(w
#
j 。v)(B)=v(w

-1
i (B)), 则不动点 μj 满

足

μj(B)=∑
N

i =1
p ij∫X

δw
j
(x)(B)dμj(x)=

∫X
P(x , B)dμj(x).

　　定义 3　(8)式定义的概率测度 μ=(μ1 , μ2 ,

… , μN)称为{X , w , P}的平衡向量测度.

2.2　矩的递归计算

若{X , w , P}是 R
d 上的双曲 M IFS , 吸引子

为 A , 则以 Lebesgue积分来定义其相关的不变测度

为[ 3]

gm =∫A
x

m dμ. (9)

为方便起见 , 设测度是规一化的 , 即 gm =∫A
dμ

=1.

由(8)式可知:若 C(X)表示 X 上的连续函数

空间 , 当 f ∈C(X)时 , 有

∫C f(z)dμi(z)=∑
N

j =1
p ji∫C f(w i(z))dμj(z),

(j =1 , 2 , … , N). (10)

　　定义第 m 个矩M
 (m)为

M
 (m)=(g

(m)
1 , g(m)

2 , …, g(m)
N )=

(M
(m)
1 ,M(m)

2 , … ,M(m)
N ). (11)

(11)式中

g
(m)
i =M

(m)
i =∫Cz

mdμi(z),

并且 , 由(10)式可得

M
(m)
i = ∑

N

j =1
p ji∫C(w i(z))m d μj(z).

对于(1)式 , 则有

M
(m)
i =∑

N

j=1
p ji∫C(a iz

n
+b i)

m
d μj(z).(12)

当 n =1时 , (12)式变为

M
(m)
i =∑

N

j=1
p ji∫C(a iz +b i)

mdμj(z),
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(i =1 ,2 , …, N). (13)

定理 6　设{X , w , P}是一个 M IFS , X 是C

的非空紧子集 , w i =a iz +b i(i =1 , 2 , …, N).

定义矩阵 A
(m , k)为

A
(m , k)

= a
(m , k)
ij =

m

k
p jia

k
ib

m-k
i ,

(m =1 , 2 , …;k =0 , 1 ,2 , …, m),

则给定 M
 (0)

, 矩 M
 (m)

可以由下式来递归计算

(I -A
(m , m))M

 (m)=∑
m-1

k =0
A
(m , k)

M
 (k).(14)

　　证明　由(13)式有

M
(m)
i =∑

N

j=1
pj i ∑

m

k=0
a

k
ib

m-k
i

m

k ∫C z
k
dμj(z)=

∑
m

k=0
∑
N

j=1

m

k
pj ia

k
ib

m-k
i M

(k)
j =

∑
m

k=0
∑
N

j =1
a
(m , k)
ij M

(k)
j ,

若用矩阵形式表示 , 则

M
 (m)=∑

m

k=0
A
(m , k)

M
 (k),

由此可知(14)式成立.

当 n≠1时 , 由(9), (10)式有

g
m
i =∑

d

j=1
pj i∫A

(a iz
n +bi)

mdμj(z), (15)

设 g
(0)
i =1 , 当 n =1 , 2 , 3时 , 则有

g
(1)
i =g

(n)
i ∑

j

pj iai +∑
j

p jib i , (16)

g
(2)
i =g

(2n)
i ∑

j

p jia
2
i +2g

(n)
i ∑

j

p jiaib i +∑
j

pj ib
2
i ,

(17)

g
(3)
i =g

(3n)
i ∑

j

p jia
3
i +3g

(2n)
i ∑

j

p jia
2
ibi +

　　　3g
(n)
i ∑

j

pj iaib
2
i +∑

j

p jib
3
i. (18)

μ若定义矩阵A
(s , t)=[ αija

s
ib

t
i] =∑

i
∑
j
p jia

s
ib

t
j(i , j=

1 , 2 , …, d), 则(16)～ (18)式可写为

g
(1)=A

(0 ,0)
g
(n)+A

(0 , 1), (19)

g
(2)=A

(2 ,0)
g
(2n)+2A

(1 , 1)
g
(n)+A

(0 ,2), (20)

g
(3)=A

(3 ,0)
g
(3n)+3A

(2 ,1)
g
(2 n)+

　　　3A
(1 ,2)

g
(n)
+A

(0 , 3)
, (21)

(19)～ (21)式并不具备递归计算矩的条件.实际

上 , 由(15)式我们有

g
(m)
i =∑

d

j=1
p ji∫A

(aiz
n +bi)

m dμj(z)=

∑
d

j=1
p ji∫A

m

k
a

k
iz

kn
b
(m-k)
i dμj(z)=

∑
d

j=1
p ji

m

k
a

k
ib
(m-k)
i ∫A

z
kndμj(z),

即

g
(m)=

m

k
A
(k , m-k)

g
(kn). (22)

由(22)式可以看出:每一个 m 都引入了新的矩 g
k
i

或g
(k)
, 其中 m +1≤k ≤mn , 所以不能通过递归

来计算矩.经过分析可知

g
(p)= G(g

(1), …, g(m)),

(m =1 ,2 , …,[ p/ n] 且 m 不是 n的倍数), (23)

这里[ x ] 表示 x 的整数部分 , (23)式表示 g
(p)是

g
(1)
, … , g

(m)
的线性组合.按文献[ 15] , 可称这

些未知的矩 g
(i)(i=1 , 2 , …)为 “未知矩” , 下面

我们来计算这些未知矩的近似值.

定理 7
[ 21] 　设 g

(n)(n=0 , 1 , 2 , …)是一实数

序列 , 则在 [ 0 , 1] 上存在惟一不变测度 μ, 使下式

g
(n)=∫

1

0
z

ndμ

成立的充要条件是 g
(n)满足 Hausdorff 不等式(当且

仅当测度 μ包含点 z =0和/或 1时 , 等式成立)

I(m , n)=∑
n

k=0

n

k
(-1)

k
g
(m+k)

≥0 ,
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(m , n =0 ,1 ,2 , …). (24)

　　定理 7 表明 g
(n)
(n =0 , 1 , 2 , …)是递减的.

我们只考虑 n(n >0)个未知矩.以 x 来表示这些未

知矩 , 其形式为

x =(x
(1), …, x(m))T =(g

(1), … , g(m))T.

对于(1)式 , 这个向量定义了惟一矩序列 K j(j =0 ,

1 , … , nm).

例 1　考虑 NM IFS

w1(x)= 1
2

x
2 , w 2(x)= 1

2
x
2 +1

2
,

P =(pij)=
0.5 0.5

1 0
,

由上述方法 , 经计算可知所有偶数矩可由奇数矩来

表示.现求出开始的几个偶数矩为:

g
(2)=g

(1)-1
4
, g(4)= 3

2
g
(1)-5

8
,

g
(6)
=4g

(3)
-
15
8

g
(1)
+
13
32
,

g
(8)=-4g

(3)+
85
8

g
(1)+

143
32
.

　　表 1列出了相应的 I(m , n), 其中 0≤m ≤3 ,

1≤n ≤4.由定理 7可知 g
(1)
>g

(2)
>g

(4)
, 通过简

单的计算可知

5
12
<g

(1)< 3
4
. (25)

由(24), (25)式和表 1 , 我们可以计算 g
(i)(i =1 ,

2 , … , 8)的上 、下限.

由Bessis和 Demko 对吸引子 A 上的∫x dμ的

计算[ 22] , 有

T
(n)

f(x)※∫f dμi　x ∈ μi (26)

成立 , 由(26)式即可得出 g
(2k-1)(k =1 , 2 , …)较

精确的估计值.(26)式中的 μ是 NM IFS{X , w ,

P}上的不变测度;操作子 T∶C(X)※C(X)是由

T(f)(x)=∑
i
∑
N

j=1
p ij(f 。w j)(x) (27)

表 1　用 g(1)和 g(3)表示的(13)式的 Hausdorff不等式 I(m , n)

m
I(m , n)

n=1 n=2 n=3 n=4

1 1-g(1) 1
2

- 1
2
+

3g(1)-g(3)

-4+14g(1)-

4g(3)

2(a) 1
2
-g(1)

1-3g(1)+g(3)-
7
2
-11g(1)

+3g(3)

3(a)
-

1
2
+2g(1)

-g(3)

-
5
2
+8g(1)

-2g(3)

3(a) 2-6g(1)+g(3)

给定的 , 其中 C(X)表示 X 上的连续函数空间 , 则

由(12)式可得

T
(n)

f(x)=∑
i

…∑
i
∑
N

j
1
=1
…∑

N

j
n
=1

p ij
1
…

p ij
n
f(w j

1
。… 。w j

n
)(x) .(28)

取 f(x)=x
2k-1 , 则利用上式计算 g

(2k-1)可达到比

较高的精度.

2.3　一类 NMIFS吸引子的构造

根据构造 NM IFS吸引子的算法 , 按(1)式选择

合适的 w=(w i∶i=1 , 2 , …, N), 如

w =
1
2

z
2 +

1
2
,

i
2

z
2 +

2
5
+

1
2

i ,

-
1
2

z
2 +

1
2
+

2
5

i , -
i
2

z
2 +

i
2
, (29)

w =
3
5

z
2
,
3 i
5

z
2
+

1
2
,
1
2

z
2
+

1
2
,

1
2

z
2 +

1
2
+

i
2
, (30)

w = -
i
2

z
2
,
1
2

z
2
+

1
2
,
1
2

z
2
+

i
2
,

-
i
2

z
2 +

1
2
+

i
2
, (31)
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和转移概率矩阵 P(如表 2 所示 , 其中 P 与矩阵M

的关系为:P ij =m ij/ n i , n i =∑
4

j=1
m ij), 计算时(1)

式最初的 1000次迭代被抛弃 , 以保证系统的轨道

已收敛到吸引子上 , 然后再利用式(1)迭代 500000

次 , 作者绘制出许多复杂而有趣的 NM IFS 吸引子.

图 1 ～ 3是较有代表性的几例.

观察图 1 ～ 3 , 可见同一双曲 NIFS , 只要使用

的转移概率矩阵不同 , 那么所得到 NM IFS 吸引子

也是各不相同的.另外 , 还可建立双曲 NM IFS 吸

引子与参数的连续依赖关系:对双曲NM IFS , 参数

的微小变化会引起相应吸引子的结构发生微小变

化.这是非常重要的 , 因为在图像资料信息的压缩

中 , 我们可以调整参数达到连续控制 NMFS吸引子

的目的 , 同时也使我们能平滑地在吸引子间插值 ,

这对图像的计算机模拟也是相当有用的.

表 2　NMIFS的转移概率矩阵 M=(mij)4×4

图序号
M

(a) (b) (c) (d)

1

1 0 1 1

1 1 1 1

1 1 1 0

0 1 0 1

1 1 0 1

1 1 1 1

1 1 0 1

0 1 0 0

0 1 1 1

0 0 1 1

1 0 0 1

1 1 1 1

0 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

0 1 1 1

2

1 1 1 0

0 0 1 1

1 1 1 1

1 1 0 0

1 1 0 1

0 1 1 0

0 1 1 1

1 0 0 1

1 1 1 0

1 1 1 1

1 1 0 0

1 0 0 1

0 1 0 1

1 1 1 1

1 0 1 1

1 1 1 0

3

1 1 1 0

0 0 1 1

1 1 1 1

1 1 0 0

1 1 0 1

0 1 3 0

0 1 1 1

3 1 0 0

1 1 1 0

1 1 1 1

0 1 1 0

1 0 1 0

0 1 0 1

1 1 1 1

1 0 1 1

1 1 0 0

图 1　(29)式的 NMIFS吸引子

图 2　(30)式的 NMIFS吸引子

图 3　(31)式的 NMIFS吸引子
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3　结论

(1)本文讨论了 NM IFS 理论 、 平衡向量测度 、

矩的计算并构造了 NM IFS 吸引子.MIFS 的主要思

想是 IFS 所产生的轨道上的每一个点都与一个 “状

态” 相关联 , 且状态变换是由 Markov 过程控制的.

与M IFS 相关联的平衡向量测度和矩常作为向量来

对待 , 对矩的计算表明:对于 MIFS , 可以通过递

归来计算 M
 (i)(i=1 , 2 , …);而对于 NM IFS , 因

M
 (i)
的计算依赖于 M

 (j)
(j ≥i), 故不能直接计算

M
 (i), 而只能计算其近似值.虽然本文给出的非线

性映射仅为 w i(x)=a ix
n +bi(i=1 , 2 , … , N),

但易推广到更普遍的情形 , 如 w i(z)=ai
n
z

n +ai
n-1

z
n-1+…+a i

n
z +bi , 故本文的结论和方法是具有

普遍意义的.

(2)从本研究还可以看出 , 由非线性压缩映射

族及所伴随的转移概率矩阵组成的 NMIFS , 只要很

少的一些数据就可以产生极其复杂的集 ———分形吸

引子.这意味着表象上巨大的数据量在某种映射下

只要少量数据就可以表达出来 , 因此可把复杂的图

像数据用一组能产生该图像的 NM IFS 来代替 , 只

要记忆存储这组变换的参数.所以如何寻找到可以

对给定的实物图像提供较好表现的 NMIFS , 成为问

题的关键.如果这些想法能实现 , 那么对复杂信息

资料的压缩 , 对各种奇特图形的有效储存和传输就

有极其重大的意义.
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